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Phianomenologische Beschreibung der langen
optischen Gitterschwingungen in zweiatomigen polaren Kristallen
des trigonalen, tetragonalen und hexagonalen Systems
(auf elektrostatischer Grundlage)*

Von Lupwic MERTEN **

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitat Miinster (Westf.)
(Z. Naturforschg. 15 a, 47—58 [1960] ; eingegangen am 28. September 1959)

Es wird gezeigt, daf sich die polaren optischen Schwingungen fiir groe Wellenlingen (Grenz:
schwingungen) in den genannten Kristalltypen dhnlich wie in kubischen Kristallen phdanomenologisch
behandeln lassen. Die hierzu benotigten Materialkonstanten sind die Dispersionsfrequenzen und
Dielektrizitdtskonstanten. Die Frequenzen und Polarisationsrichtungen der insgesamt drei Eigen-
schwingungen werden berechnet. Dabei ergibt sich, dal nur eine Eigenschwingung rein transversal
ist, wihrend die beiden weiteren nur fiir bestimmte ausgezeichnete Richtungen rein transversal bzw.
rein longitudinal sind. Im Gegensatz zur ersten sind die Frequenzen der beiden letztgenannten auch

von der Fortpflanzungsrichtung abhingig.

In einem Anhang werden die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit der Theorie genauer formuliert.
Als Beispiel eines Gitters, fiir das die Voraussetzungen erfiillt sind, ist das Wurtzitgitter angefiihrt.

In den Jahren 1950/51 wurde von Huanc! ge-
zeigt, dal} sich die langen optischen Schwingungen
fir zweiatomige kubische Kristalle rein phanomeno-
logisch behandeln lassen. Zunéichst konnte er nam-
lich nachweisen, dafl die Schwingungen zwei Glei-
chungen der Form

W=b,W+b,E, (1a)
P =byy0+b5, € (1b)

geniigen miissen. Dabei stellt v die Differenz der
(reduzierten) Schwingungsvektoren der beiderlei
Atome dar; € und °P sind die mit den Schwingun-
gen verkniipfte makroskopische Feldstarke bzw. Po-
larisation; by, by, by, by, sind skalare Faktoren,
zwischen denen noch die Beziehung b,; = b,, besteht.
Diese Faktoren lassen sich, wie Huanc zeigte, durch
die Dielektrizitatskonstanten ¢, (statisch), e, (op-
tisch) und die Dispersionsfrequenz w, ausdriicken.

Huanc konnte die Gl. (1) auf sehr einfache Weise
losen, wenn er zusitzlich die Gleichungen

470=divD=div(E+4aP) =0 (2 a)
(der Kristall ist im Mittel ungeladen)
und rot =0 (2b)

(Grundgleichung der Elektrostatik)

* Teilauszug aus der Dissertation, Miinster 1959.

** Jetzt: OSRAM-Studiengesellschaft, Augsburg.

1 K. Huang, a) E.R. A. Report L/T 239 [1950]; b) Proc.
Roy. Soc., Lond. A 208, 352 [1951].

2 DaB die Frequenzen der transversalen und longitudinalen
langen optischen Schwingungen bei polaren kubischen
Kristallen voneinander verschieden sind, wurde schon et-

beriicksichtigte. Indem er namlich 10 in seinen que!-
len- und wirbelfreien Anteil, d. h. in seine trans-
versale 10;, und longitudinale Komponente v, zer-
legte, erhielt er fiir 1, und v, zwei voneinander
unabhingige Schwingungsgleichungen, deren zuge-
horige Frequenzen durch

Wi = Wy bzw. o= V'SL my = “/,:9, we (3)
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gegeben werden. Dabei ist w, die oben erwihnte
Dispersionsfrequenz. Die zweite Gleichung ist die
bekannte, schon im Jahre 19412 von LyppaANE,
Sacus und TeLLer ® auf etwas anderem Wege abge-
leitete Beziehung zwischen der Frequenz der longi-
tudinalen und transversalen optischen Schwingun-
gen.

1. Grundgleichungen fiir die langen optischen
Schwingungen

Im folgenden soll nun gezeigt werden, dafl man
die langen optischen Schwingungen in zweiatomigen
Kristallen mit trigonaler, tetragonaler oder hexa-
gonaler Symmetrie ebenfalls phanomenologisch be-
handeln kann. Fiir diese Kristalle lassen sich nam-
lich zwei Grundgleichungen in einer zu (1) analogen

was frither von Lyppane und HerzreLp [1938]3 und Fron-
vica und Morr [1939] # gezeigt.

3 R.H.Lyppane u. K.F.HerzreLp, Phys. Rev. 54, 846 [1938].

4 H. Frourcr u. N. F. Morr, Proc. Roy. Soc., Lond. A 171,
496 [1939].

5 R. H. Lyopane, R. G. Sacas u. E. TeLLER,
673 [1941].
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Form ableiten:
w=B"1-w4+B12-E,
P=B"-w+B2-E.

(4a)
(4D)

Sie seien hier zunachst axiomatisch eingefithrt und
sollen in einem Anhang (s. S. 54) naher begriindet
werden. — Zum Unterschied von (1) sind die B!,
B2, B!, B?2 jetzt aber keine Skalare mehr. sondern
— unter den im Anhang angegebenen Voraussetzun-
gen — Dyaden in der speziellen Diagonalform:

B=B;i1+Byjj+Bsff mit Bj=B,. (5)
(Die x3-Achse sei dabei die Drehachse.)

Diese Form wird durch die Symmetrie gefordert.
Es gilt auch hier die Beziehung:

B2l — B12 | (6)

Wenn wir fiir 10, € und 3 periodische Losungen
mit dem Zeitfaktor e '“? ansetzen, so lassen sich die
Koeffizienten in der folgenden Weise aus den Dis-
persionsformeln bestimmen: Wir setzen 10 = — w? 10
in (4 a) ein und eliminieren Iv:

%:{ 22_B21.(Bll+(,)21)41.Bl:’.}.@. (

~1
~

Aus
D=C+4aP=¢-C,
d. h. %:“4%’%&:,

folgt dann durch Vergleich mit (7):
e=]+4aB®2 _4aBA.(B14y»?2]) 1.B12, (8)

Fir die Diagonalelemente von

€1
&= &
€3

ergibt sich mithin:
_ 4x B B

&=1+4nB¥ S (8 a)
1k
02 47 B® Bi?
eg=1+47B5 — 25— (8b)
3 T

oder (die Indizes 1 und 3 sind im folgenden hinzu-
zudenken) :
B2l p12
Bll
- (,7_,“’7,,‘\2’
VY =B

4

e=1+4naB>2— (8¢)

* Da die linken Seiten die Quadrate der Hauptbrechungs-
indizes sind. erhdlt man auf diese Weise allerdings nur die

d. h. die Dispersionsformel *. Indem wir sie mit der
Dispersionsformel in der iblichen Gestalt verglei-
chen:

5 50__8‘:(
B=i P 1— (w/w%? L
e=¢&% fir w— 0, d.h w<w“)
= flir w— ~., d.h. o> w)’
ergibt sich:
e*=1+4aB2 dh B2= "L, (94
w?=)Y —BY1, d.h. Bl= — (092, (9b)
e — e~ = — 4 n(B12)2/BY,
12_p21_ q/%—ex o
d. h. B12=pB21 = 1 T =i (9¢)

In der letzten Gleichung wurde dabei von der Vor-
aussetzung B?' = B'? Gebrauch gemacht. In der Be-
zeichnung wurde von der ublichen Schreibweise ¢,
£« . wy durch Hochstellen der Indizes abgewichen,
um den rechten unteren Platz fir die noch hinzu-
zufiigenden Indizes 1 und 3 frei zu haben.

Bevor wir die Gln. (4) zur Bestimmung der Git-
terschwingungen benutzen. sei etwas iiber den Grad
ihrer Giltigkeit gesagt: Sie sind als exakt anzu-
sehen, sofern man in der Energiedichte (vgl. An-
hang) hohere als quadratische Terme vernachlassi-
gen darf und sich 1, 3, € innerhalb Entfernungen
von der GroBenordnung der Gitterkonstanten prak-
tisch nicht dndern. Auflerdem soll die Mitbewegung
der Elektronen adiabatisch erfolgen. Sie geben je-
denfalls, wenn man die experimentellen Daten als
hinreichend genau voraussetzt, die langen optischen
Schwingungen besser wieder als irgendein mikrosko-
pisches Modell, bei dem z. B. die Ionen als Punkt-
ladungen behandelt werden. So ist u. a. der Einflufl
der Ionenpolarisation in den Gleichungen implizit
enthalten, der sich bei komplizierteren Kristallen
meist nur sehr schwer aus dem mikroskopischen
Modell bestimmen ldft. Das Auftreten des Gliedes
B?2.E beispielsweise ist allein auf Polarisations-
effekte zuriickzufiihren.

Da die Koeffizienten in unserem Falle Dyaden
sind, filhrt der von Huane benutzte Losungsweg
durch Zerlegen von 1 in i, und 1) nicht mehr zu
einer Aufspaltung in zwei voneinander unabhingige
Gleichungen fiir 10;; und 1v;.

Dispersionsformeln fiir die ausgezeichneten Kristallrich-
tungen, was hier geniigt.
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Wir miissen daher etwas anders vorgehen. Die
drei Vektoren W, €, § wiren jedenfalls (bis auf
einen Faktor) bestimmt, besifen wir noch eine
dritte, von (4) unabhingige Gleichung zwischen den
drei Vektoren. (Die Gleichung ® =¢-€ ist nicht
mehr unabhingig, da sie bereits zur Bestimmung
der Koeffizienten B benutzt wurde.) Eine solche
zusitzliche Gleichung 148t sich aber leicht gewinnen,
wenn wir wieder die Giiltigkeit der Gln. (2a) und
(2b) fordern (elektrostatische Naherung). Machen
wir niamlich fiir € und $ den Ansatz ebener Wellen,
so diirfen wir statt (2 a) schreiben ®:

div(E+4a%,) =0, (10 a)

da div | =0. Hierbei bedeute 3, die Komponente
von Y in Richtung der Wellennormalen und %3 die
dazu senkrechte Komponente. Da auflerdem

rot SI%}] =0

(die Rotation einer longitudinalen Schwingung ver-
schwindet!), ergibt sich mit (2b):

rot(C+4a) =0. (10b)

(10 a) und (10b) zusammen verlangen aber:

C+4aP, =
oder

C=—4aP,=—4anm-P)=-T-B. (1)

Dabei ist 1 der Normalen-Einheitsvektor und 7 de-
finiert durch

T=4ann. (11 a)

In (11) haben wir die gewiinschte dritte Grund-
gleichung.

Fiir die spatere Rechnung sei T noch in Kompo-
nentendarstellung explizit angegeben:

T (2 2,: 2) mit Tp=4anans. (12)
Offensichtlich gilt:

Top=Ts. (die Dyade ist symmetrisch), (12a)

TagTys=Tas Trs, (12b)

P54 Test Tas=d . (12¢)

6 M. Bory u. K. Huang, Dynamical Theory of Crystal Lat-

tices, Clarendon Press, Oxford 1954, S. 249.

Wegen (12b) verschwinden samtliche zweireihigen
Unterdeterminanten von (12), d. h. T hat den Rang
eins.

2. Berechnung der Frequenzen der Eigen-
schwingungen

Machen wir jetzt fiir die drei Vektoren v, € und
3 den Ansatz ebener Wellen, so ergibt sich aus (4) :
—w?Ww=B"1.1p4+B12.§, (13 a)

P =B>'.w+B>2.E. (13 b)

Da die gemeinsamen Phasenfaktoren sich heraus-
kiirzen lassen, konnen wir im weiteren unter v, €, 3
die Amplitudenvektoren allein verstehen.

Uns interessiert zunidchst die Schwingungsglei-
chung fiir Iv. Um sie zu gewinnen, setzen wir (13b)
in (11) ein, l6sen nach € auf:

C=— (I+T-B2)"1-T-B2.p
und erhalten nach Einsetzen in (13 a):

—0)2m={311—312'(14—7"322)*1'T'B21}'ID.

(14a)
Mit der Abkiirzung
K=B"_B2-(]+T-B*)"'-T-B? (14b)
konnen wir hierfiir auch einfacher schreiben:
(K+w?l)-w=0. (14.c)

Durch die Schwingungsgleichung (14 a) bzw. (14 ¢)
werden drei Eigenfrequenzen w« (a=1, 2, 3) und
drei zugehorige Eigenvektoren 0. bestimmt.

Die Eigenfrequenzen ergeben sich dabei aus der
zugehorigen Sakulargleichung:

|K+w?I|=0. (14 d)

Ihrer Berechnung wollen wir uns jetzt zuwenden.
Zunachst kann man den zweiten Term von K, niam-
lich:

K,=B2-(]+T-B2)~1-T-B (14 ¢)
noch wesentlich vereinfachen. Dazu benutzen wir die
Determinante von / + T - B22:

De|I+T+-B%|, (15a)
Schreiben wir sie in der Form
o T N 4 (15 b)

A2 A,
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mit D= | ak, T (15 c)
Ty Tey As+ n\
und A, =1/B¥, A;=1/BE, (15d)

so ergibt sich fiir D", indem man etwa nach der
ersten Zeile entwickelt und (12a) und (12b) be-
riicksichtigt:

> >

D= A2A, + A2 Ty + A, Ay (Tyy + Tao) .
Damit wird
D=1+ ;Ileazﬁ' ALI (Tyy+Ty)
=1+ BTy + By* (T,;+Ts) (16a)
oder. wenn man (12 c¢) benutzt:
D=1+4aBy+ (Bf — BY) Ty (16b)

Mit Hilfe des doppeltskalaren Produktes laBt sich
(16 a) auch kiirzer in der Form schreiben:

D=1+T-..-B%. (16¢)

Hiermit ergibt sich unter Beachtung der Definition
von T':

(I+T-B2):T=(1+T--B2)T=DT (17)

und, indem man von links mit (/47 - B>?) ! multi-

pliziert und durch D dividiert

(1+T-B22)‘1-T=%T (18)

(das Inverse von I+ T -B?? existiert, da D = 0) .
Somit erhalten wir fir K, [Gl. (14e)]:

Ky= 5 B®-T-B2 (19 a)
(B Tn (BY)PTw BYBYT e
= D (Big)"7 Tho (3%2)2 Ty Bi2 Bgl Tay ) == 1; .
BYBi*T5 BYBYTay (BY)' Ty
(19b)

In (19b) wurde dabei von B! =B [Gl. (6)] Ge-
brauch gemacht. Interessant ist an dem Ergebnis.
daf} das Glied B2 (das nur von der lonenpolari-
sation herriihrt) sich nur noch in dem Faktor 1/D
bemerkbar macht. Ohne
D=1 [vgl. G. (16)].

Unter Beachtung der Definition von K, in (19b)
1af3t sich die Schwingungsgleichung (14 ¢) bzw. die
zugehorige Sakulargleichung (14 d) jetzt umformen
in:

{—D(B" +w?l) +Ko} - w={4"+K;}-0 (20a)

Ionenpolarisation wiére

bzw.

| =D(B" +02I) +K, | = | A" + K,

=0, (20b)

wobei A'=—-D(B"+ w2l

(20 ¢)

Diagonalgestalt hat. Fithren wir aulerdem die Ab-
kiirzungen

T,;= BZBRT,, (mit B = BY®) (a.f=1,2,3)

(21)

af

ein, so hat die Determinante in (20b) genau die

Gestalt von D" [Gl. (15¢)]:

ATy T T3
| T A1+ Ty Ty | =0.  (22a)
‘\ Ty Tog Ay + Tgg |
Die Ausrechnung ergibt wie dort:
Ay Ay + AT Ty + A Ay (T, + Tyy) = 0. (22D)
woraus man als erste Losung abliest:
A= —-D(Bl+o’I)=0,
2 11
ow;=— B .
(23)

0, = ]/— B}' = ) nach Gl. (9).

Eine Eigenfrequenz stimmt also liberein mit einer

Dispersionsfrequenz. nimlich der zweifachen .

Durch den Restfaktor in (22b) werden die zwei

weiteren Eigenfrequenzen bestimmt:

Al Ay + A T + A5(T1 + Tos) =0.  (242)

D(BY! + o) (BY + ) — (B! + o) T}y (24b)
—(BY + ) (T + Ths) =0,

’

Do — [~ D(BY' + BY') + T}, + Ty + Tys| o
L (DBYBY - BN, BT, + Ta)] 0.
(24-¢)
Fithren wir fir die eckigen Klammern die Abkiir-

zung K bzw. M ein. so ldit sich die Gleichung in
der Form schreiben:
. K M

2 — ==
a)—jwq-]) 0.

Sie hat die beiden Losungen:

= L [KFVK2-4DM],

=35 (25)

oo

(OF
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wobei der Index 2 sich auf das negative, der Index 3
auf das positive Wurzelvorzeichen bezieht.

Die Ausdriicke fiir K und M lassen sich noch et-
was tibersichtlicher schreiben. Man kann sie ndm-

K:—Da;uB?’);(B“f(T + T+
—(1+47 BY)(B' + By') + 4(By) -

(- mm

lich unter Beachtung von (21), (12¢) und (16Db)
in einen richtungsunabhéngigen und einen richtungs-
abhingigen Term aufspalten (letzterer enthalt T's4
als Faktor) :

_D(BIIJ_BII)_L__PT(BI’)_ | [(B:If)-l—
+ By)+ (B — (BY)] Ty

(BR7|T,,
(26 a)

M— DBRBY — B (B Ty, —(BY) By (Tyy+ Ts) = DBV B} — a( B BY -+ (BB} — BY (BLY] Ty

= (1-+ 42 BY*) BY! B! — 4 (B})* By! + (B3 —

B%Z)B}IBII (B1 ’) Bll Bll( 2)-] -

(26 b)

Fiir eine Anwendung der Gleichungen interessiert besonders, in welcher Weise sich D, K und M durch die
Dielektrizitatskonstanten und die Dispersionsfrequenzen ausdriicken lassen. Durch Einsetzen von (9) in

(16b),

D =P +[er— -

oo
& ]ng,

K = & ((01)* + (0)*) + (&) — &77) ()" + [(e5° — e7)((

= (5(1)(‘“1)- T & (wg)z) + [(83

— &) ()" +(e—e

(26a) und (26b) ergibt sich aber sofort (man beachte Tg; =4 n3[vgl. (12)]):

(27 a)

)+ (05)%) + (e77 — 1) ()" + (e — £5°) (05)*] 3

)(‘“3 ]ns )

(27Db)

M =& (‘“1) (“’3) +(¢ _6?)(‘01) (wg) +[(33 =€y )(“’1) ( 2)2_ (8‘1)

= (0})*(w3)* (e + [5— 7] n3) -

Es sei darauf verzichtet, diese Ausdriicke in (25)
explizit einzusetzen, da (25) dann wenig iibersicht-
lich wiirde. Wir wollen vielmehr die Formeln (23)
bzw. (25) in Verbindung mit (26) und (27) noch
diskutieren:

Zunichst sieht man: Von den drei Frequenzen
der optischen Eigenschwingungen ist nur eine (ndm-
lich w; [Gl. (23)]), wie bereits erwahnt, gleich einer
Dispersionsfrequenz und damit auch richtungsunab-

) (@) (@5)*+ (5 —e5) () (5)7] 3

(27¢)

hiangig. Die beiden anderen nehmen dagegen die
Dispersionsfrequenzen hochstens in Spezialfillen an
und sind wegen des Faktors nj richtungsabhingig.

Wir erhalten einen besseren Uberblick, wenn wir
einige Spezialfille betrachten.

0 0o 0 0

1. Wir lassen wj— ), &) —¢], e —&;° gehen,

d. h. gehen zur kubischen Symmetrie iiber. Dann er-

gibt sich:

( )

D — &7, 03— [+ el F(f—e)]
K — (1 +7) (0},
> — (0?%)? oder w, = 0! 28
M — (w0))*e?, 2—>{o3) e s (28a)
I 0 2 8? //?1)_ 0
VK2 —4 DM — (0))*(e)—&7), 03— — () oder vy — 1/ — ;. (28 b)
T 1

Ersetzt man in (28) — durch = ., so hat man zu-
sammen mit (23) die bekannten Formeln fir die
Frequenzen der langen optischen Schwingungen in
kubischen Kristallen (vgl. Anm. ). Sie sind im Ge-
gensatz zu (25) alle richtungsunabhingig und nur
eine von ihnen (namlich wy=w,, d.i. die Frequenz

der longitudinalen Schwingungen) von der Disper-
sionsfrequenz verschieden.

2. Wir betrachten die Schwingungen mit dem

Normalenvektor

a) senkrecht zur Drehachse,
b) in Richtung der Drehachse.
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Im Falle a) ist ng=0. Damit folgt aus (27) und (25):

oo 2 1 2, .o 2 2 oo 2

D-et. s el 0 £ F ) T ()]

K = )(0))* + e3(w8)?, 3= (05)*, wy= 0], (a)
0 o (29 a)

_ 20 0)2 o &0y / 10

M = (0))*(w5) e} s W3z = E.T((’)l) v W :] = Y1 (B
1 1

VK2—4MD= &0} ) (s. Anm. *).

Im Falle b) ist ng=1. Damit folgt:
1

oo 2
D=¢7, W5 3=

K = e ()" + 3(0)?,

0
M = (o) (o), 0f=

3

VK2 —4MD = &)(03)* — e (0})* (s. Anm. *

Die Formeln (29 a) und (29b) unterscheiden sich
auflerlich nur dadurch von (28), daf} jetzt auf der
rechten Seite von (29 a) bzw. (29b) auch entspre-
chende Ausdriicke mit dem Index 3 auftreten.

3. Gestalt der Polarisationsvektoren fiir die
Eigenschwingungen

In diesem Abschnitt soll die Frage nach der Po-
larisation der Eigenschwingungen behandelt werden.
Die Polarisationsvektoren v ergeben sich bekannt-
lich aus der Koeffizientenmatrix der Schwingungs-
gleichung (20 a):
7

7
4+ Ty 12 Tgy
L , y p
A +K,= Tyo Ap+Ty  To (30)
p ’ i
Ty To3 Azt Tgg

indem man die algebraischen Komplemente zu den
Elementen einer Zeile bildet (Cramersche Regel).
Wahlen wir zur Berechnung die erste Zeile, so folgt:
A3+ Ty To

= Ay Ay + A Ty + 43T,

wy=|"1 i
A
23 3 33 (31 a)
; ;
T T, 7 o
we=— | 12 T, |=—A43T, (31b)
Ty A3+ Tgy
e
T, A+ T, -
we=| P71 ,B - _ AT, (31¢c)
3 14315
Ty Tog

oder zusammengefafit:

2

3= (),

(o]

[0
3 0\2 _ 3 0
(@35)° W= l/ = Ws-

5o 657 (01)° + e (005)” F (e (05)” — &5 (1))
3

(a)
(29b)

()

W, = 0)(1) ;

&3

*).

W= (A A+ A, Tyy+ Ay Top, — Ay Trp,— A, Tg)) .
(32)
Fir die weitere Ausrechnung von (32) ist es
zweckmalig, an dieser Stelle schon eine Fallunter-
scheidung zu machen.
a) Es liege die Frequenz w,=w!

[vgl. Gl (23)]:

vor. Dann gilt

4,=0.
Aus (32) folgt daher
0, = (4375, — 43712, 0)
=f(ng, —ny,0) mit f=4an,(B12)24; (33)
[man beachte dabei (21) und (12)].

Da 10, ohnehin nur bis auf einen willkiirlichen Fak-
tor bestimmt ist, wollen wir im folgenden unter f
eine beliebige Konstante verstehen.

Wegen 1.1y =f(nyny—nyng) =0 (34)

* Damit der angegebene Ausdruck die positive Wurzel ist,
& ; G 53
muf} T.%w(l)> ®}, d.h. die Frequenz der longitudina-
€1
len Schwingungen grofler sein als die der transversalen
(vgl. hierzu weiter unten). Dies ist bei relativ kleiner An-
isotropie und stiarkeren Couvioms-Kréaften auch stets der
Fall. Sollte jedoch der umgekehrte Fall vorliegen, so wiren
die Bezeichnungen w, und w; zu vertauschen. Gl. (29 a)
lautet dann:

#-

wy=wf

** Hier gilt Entsprechendes wie unter Anm. *.
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ist die Schwingung transversal, wobei der Polarisa-
tionsvektor aber immer fest in der Ebene senkrecht
zur Drehachse liegt.

b) Es liege eine der Frequenzen w, oder w; vor
[GL (25)]. Da fiir diese Frequenzen Gl. (24 a) gilt,
kann man z.B. die erste Komponente von 05 3 in

Gl. (32) umschreiben in:

Aj A+ A Toy+ A3 Toy
= [Ay A5+ A4 Tog+ Ay(Thy + Top)] — A3 Ty
= A:‘RT’n’

so daf

Wo,3= (— Ay Ty, — Ay Thp, — A1 Tyy) . (352)

Um den Faktor A; vorziehen zu konnen, sei auch
die dritte Komponente mit Hilfe von (24 a) umge-
formt. Es gilt namlich:

n, B?
— ATy, = et A W,
"3 B3
ny Blo
= [A A3+A3(T11+T02)]
333
Wir konnen somit statt (35 a) schreiben:
Wz,5=f(—47 B By*n;ny, —4aBj®Bi*nyny,
A} +4a(BE) (nf+n3))
B12 ,
it foe =2k AL, (35b)
3 "3

Da 105, 5 sowieso nur bis auf einen Faktor bestimmt
ist, diirfen wir im folgenden f wieder als willkiirlich
ansehen.

Fiir eine weitere Auswertung wollen wir alle von
&%, ¢, w? abhingigen Faktoren der ersten und zwei-
ten Komponente herausziehen. Indem wir dann nam-

lich statt (35b) schreiben:

m2,3=j'(_n1n3’ — MMy, w;) mit f’ =4 ﬂBFBézf
7 1,
i 4,
und W= —p T o
47 By” By~

(n1 + nz) (36)

Bl’
brauchen wir uns im weiteren nur noch mit der drit-
ten Komponente ndher zu beschiftigen. Zunichst er-
gibt sich, wenn wir der Reihe nach (20c¢), (9),

(27 a) einsetzen und n? +n3=1—nj beachten:

, —D(Bi'+we33) BY ,
w :___—471312312 —Béz(nl+n3) (36 a)
/ 0 o 0
—D )"+ w; Je] — e o
e RN T Lok
V 4 €3 )wlws V53_83 “3 (36b)

() (D+(e)—eF )("1+"’))_")3,3D}(36 c)
{(@)* (el + (e5° — e1)n5) — 3, D}

W= V(‘ET— & )(53 63 )w?wg,(36 e)
oder, wenn man noch 3 , [GL. (25)] einsetat:
1 5 R
= — () () + (e5° — e3)md) (361)
—}(KF]/K*—4DM)}.

10, ist der Eigenvektor zur Eigenfrequenz w, [nega-
tives Wurzelvorzeichen in der eckigen Klammer von
(361)], wy der Eigenvektor zur Eigenfrequenz w,
[positives Wurzelvorzeichen in (36f)]. Im allge-
meinen ist keiner der beiden Eigenvektoren rein
transversal noch rein longitudinal. Wir konnen aber

zeigen: Sind &), € und w) nicht allzusehr von

0 oo 0
&1, &7 bzw. w]

1
T
1
= (36d)

mit

verschieden, so ist D, angenahert
transversal, 103 angendhert longitudinal. Wir lassen
also &) —>e), 3¢, w)—? gehen und benut-
zen dabei die Ergebnisse (28). Fir W, (mit der
Eigenfrequenz w,) verschwindet der erste Term in

(36 b) (wz-wl) und es bleibt

w3=n;+n§,

d. h. m2=f'(—n1n2,—nzns,nf—}—ng), (37)
Aus
n-Wy=f (—ning—nang +ny(n;+n3)) =0  (38)

erkennt man, daf} die Schwingung transversal ist.
Zur Berechnung von ; (mit der Eigenfrequenz
w3) gehen wir von (36d) aus. Wegen [vgl. (28) ]

0
2 8 oo 2
W= (0)", D=, a= (& —e7) (o)
1
ergibt sich wy = —n3.
Folglich gilt:
Wy =f' (—nyny, —nyng, —n3) = —f ngn, (40)

d. h. die Schwingung ist longitudinal, was wir zei-
gen wollten.

Schliefllich seien auch noch die Polarisationsvek-
toren fir die zwei ausgezeichneten Richtungen des
Normalenvektors, namlich

a) senkrecht zur Drehachse,

b) in Richtung der Drehachse
berechnet, d.h. die Polarisationsvektoren zu den
Frequenzen (29a) bzw. (29b).

Fall a): Normalenvektor senkrecht zur Drehachse,
ng=0.
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a) m,=0Y, Gl (29a,q).
s (36) und (36d) folgt
w,=/(0, 0, u3)

mit (man beachte D=¢7"):

1
'3:7[((0) & — (03)* &5 ] +0.

(41)

(41 a)

Die Schwingung erfolgt also in Richtung der Drehachse,
d. h. ist transversal.
o
p) wg= ]/_olg(')(ll Gl
B

1

(29 a, f).

Wir schreiben Gl. (36) zunéchst in der Form:
. 1(‘:;) oE .7
Wy = Ly, ——| (= — :
3=/ (’71 ny ny (; ngf)
Durch Einsetzen von (29 a, ) in (36d) folgt nun:

"'23 (wtlj)i o 2 2 f:(;o“'?
P (e5° = e)mi} = (09)* ———ny=0,
4.k iy =F" (g, g ) (42)

Die Schwingung ist also longitudinal. — Nehmen wir

noch (33) hinzu:
0y :f(n29 — Ny, 0) .

so haben wir also zwei transversale Schwingungen mit
< 0 " .
den Frequenzen w;=m{bzw. wy—®) und eine longi-
/ EO
—~ "
oo L.

tudinale mit der Frequenz w;= ]
/| €
1

Fall b): Normalenvektor in Richtung der Drehachse,
ng=1 (n;=0, ny,=0) .

@) w,=wl, GL (29b,aq).

Wir versuchen den Schwingungsvektor durch Grenz-
tibergang zu bestimmen. Bei der dritten Komponente
des Schwingungsvektors (36) bleibt nach Einsetzen von
(29 b, a) in (36 b) nur das zweite Glied stehen:

1 8]—{-‘1 (I)l
0

()_ o ().
6‘3 6‘.3 3

(v +n3) = c(n+n3).

Lassen wir jetzt ng— 1 gehen, so nimmt (3
stalt an:
P
n3)) -

Wir miissen aber gleichzeitig n;— 0, n,— 0 gehen
lassen. Dabei darf man fiir gentigend kleine ny. n, die
Quadrate nf, ng gegeniiber ny, n, vernachldssigen, d. h.
die dritte Komponente in (43) gleich Null setzen. Beim
weiteren Grenziibergang haben wir zu beachten, daf}
der Polarisationsvektor 1w, als normiert anzusehen ist
(bei festem f wiirde man beim Grenziibergang immer
den Nullvektor erhalten). d. h. wir schreiben:

— L (ny.ns.0).
]n1+n,

6) die Ge-

Wy =f (ny, 0o, c(n; + (43)

0y =

(44)

Dieser Form sieht man aber ohne weiteres an, daf} der
Grenzvektor fiir ny — 0, ny— 0 nicht eindeutig ist. Es
1dBt sich vielmehr jeder vorgegebene Vektor

W= (a. b,0) mit a®+b*=1 (45)

erhalten, wenn man nur ny, n, im Verhiltnis n,/n, = a/b
gegen Null gehen ldafit. Wir haben somit gefunden: Die
Schwingung ist transversal, wobei der Polarisations-
vektor aber in der Ebene senkrecht zur Drehachse nicht
festliegt. — Das gleiche gilt fiir den Schwingungsvektor
1w, [Gl. (33)].

B) wy=1el/e 0, GL (29b, p).
3/ %3 3

Durch Einsetzen von (29 b, f) und ng=1 in (36d)
folgt (D=¢5"):

’

1
wy = [((o?) ey — ey (wl)® ] + 0, (46)

d. h. die Schwingung ist longitudinal.

Zusammenfassend kénnen wir sagen: Die Schwin-
gungen in den beiden ausgezeichneten Richtungen,
namlich in der Richtung der Drehachse und senk-
recht dazu. sind immer rein transversal oder longi-
tudinal; es gelten die entsprechenden Formeln wie
bei den Schwingungen in kubischen Kristallen. d. h.
bei den transversalen Schwingungen sind die Fre-
quenzen durch

0
Wy,2=Wyq >

bei den longitudinalen durch
107 o0 0
Wy = ‘, Su/fz W,

gegeben. mit dem einen Unterschied. daf} man noch
durch einen Index a =1 bzw. a =3 zu unterscheiden
hat, ob der Polarisationsvektor in der Ebene senk-
recht zur Drehachse (z;, z,-Ebene) oder in Richtung
der Drehachse (z;-Richtung) liegt.

Anhang

Herleitung der Grundgleichungen (4a.b). S. 48,
aus der Energiedichte

Bei den langen optischen Schwingungen bewegen
sich die einzelnen Teilgitter starr gegeneinander, d. h.
alle Atome desselben Teilgitters % erleiden dieselbe
Verriickung 1 (k). Wenn es sich um geladene Atome
handelt, so wird dabei im allgemeinen ein makroskopi-
sches elektrisches Feld € im Innern des Kristalls er-
zeugt, die Energiedichte u wird somit eine Funktion der
Verriickungen (k) und des elektrischen Feldes €, d. h.
es ergibt sich, falls man hohere als quadratische Terme
vernachldssigt 7:

“ Vgl. hierzu Anm. %, S. 265/266.
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Zu(k) F(kK)-u(k)
k. K
+ D u(k)-F(k)-€— $C-F-C.
k

(A, 1)

Das lineare Glied verschwindet, weil um die Gleich-
gewichtslage entwickelt wurde.

Fiir das Folgende ist wichtig, daB zwischen F (k k")
und F (k) Beziehungen bestehen. Zunidchst diirfen wir
voraussetzen, daB die Koeffizienten in den rein quadra-
tischen Gliedern von (A,1) (erster und dritter Aus-

druck) symmetrisch sind, d. h.

F(k'k)y=F(kK), F=F. (A,2)
(Der Querstrich bezeichnet die konjugierte Dyade.)
Weitere Beziehungen ergeben sich aus der Forderung,
daB sich die Energiedichte bei einer Bewegung des Kri-
stalls als Ganzes (d. h. bei Festhalten der relativen Lage
der Atome untereinander) nicht dndert. Ist die Bewe-

gung eine kleine Translation, so ergibt sich:

ZF(kk)—Z (kk)=0, S‘F(k) (A, 3)
(a) (b) ()
Ferner wollen wir Deckoperationen
1(K) =a+T-t(k) (A, 4)

[t(K) sind die Ortsvektoren des Teilgitters K, t(k) die
Ortsvektoren des Teilgitters k]

betrachten, bei denen das Gitter in sich selbst iiberfiihrt
wird. Dabei ist a ein Translationsvektor, T beschreibt
eine Drehung, Spiegelung oder eine Drehspiegelung.
Dann ergibt sich:

F(KK)=T-F(kK)-T, (a)
F(K)=T-F(k)-T, (b) (A,5)
F=T-F-T. (c)

Der Fall K = k. K’ += k’ ist natiirlich nur dann
méglich, wenn die Teilgitter K und k als auch K" und %’
gleichartig sind, weil sie sich ja sonst nicht ineinander
iiberfithren lassen. Fiir den Fall K=k, K'=Fk" liefert
die Gl. (A, 5) Beziehungen zwischen den Komponenten
der Dyaden:

F(kK)=T-F(kK)-T, (a)

. (A,5)
F(k)=T-F(k)-T. (b)

Setzen wir speziell voraus, dal nur zwei Teilgitter
existieren, so gilt wegen (A, 3):

F(11)=—-F(12)=—-F(21) =F(22), (a)

F(1)=-F(2). (b)

Durch Ableitung der Energiedichte nach u (k) bzw. €
ergibt sich die Kraft & auf das Teilgitter k£ bzw. die

(A, 6)

8 Vgl. hierzu ebenfalls Anm. %, S. 265/266.
9 myj: Masse eines Atoms der Sorte k, vg:
mentarzelle.

Volumen der Ele-

makroskopische Polarisation B. Benutzen wir noch die
Newronsche Bewegungsgleichung, so folgt 8:

gz;ﬁ(k):ﬁk:-az—’(‘,o
= =D F(kK)uk)—F(k)-€, (a)
Z
und ‘B=——aa—é:—ZF(k)‘u(k)+F-(E. (b)
' (A7)

Dabei ist ® o, =ms/v, die Teilchendichte im Teilgitter k.
Die folgenden Gln. lassen sich bequemer schreiben,
wenn wir

k) = Vor u(k)

als reduzierten Schwingungsvektor einfiihren. Dividie-
ren wir (A, 7a) gleichzeitig durch Vox,
Gln. (A, 7) die Form:

(A, 8)

so erhalten die

FH g,

o F(kEK) ,
1 (k) = ZT o) = s (a)
(A,9)
Z F(") v(k) +F-G. (b)

Wir betrachten zunichst den einfachsten Fall, dal}
nur zwei Teilgitter existieren [besteht das Gitter aus
nur einem Teilgitter (primitives Gitter), so sind die
Atome immer ungeladen, d. h. € und L =0]. Obwohl
dieser Fall zwar in der Natur wohl nicht verwirklicht
ist, lassen sich die prinzipiellen Gesichtspunkte hier am
besten durchschauen, und er soll daher auch als Einfiih-
rung in den allgemeineren Fall dienen.

Wir subtrahieren in (A, 9a) die Gl fiir das Teil-
gitter 2 von der fiir das Teilgitter 1:

B - =— (o — 2 w1 (4,10
F22)  F(2)) _(FQ)  F@)) .
+( Q2 O ) () (1/91 V@z) B

Wegen (A, 6) diirfen wir (A, 10) und (A, 9b) in der
Form schreiben:

(1) —ib(2) = (—1—;——)17(12) (m(1) —w(2))

1
+(7V91 * VQz)F2).@’ (a)

(A, 11)

B= (o o JF@ - (0D -0 (@) +F-C. ()

Kiirzen wir nun ab

w=mw(1)—w(2), BIIE(%'-F - )F(12)
2 == B 1 ,1,;

HRE= ( Vo T V@z)F@)’ (4,12)
21 — 71,_. 1,. 2 —

B_l—( Vo - VQz)F( ), BE=F,
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so erhalten die Gln. die Gestalt:
w=B"-w4+B2-E,
P=B*-w+B2-E mit B2 =B12,

(A, 13a)
(A, 13b)

Damit sind die Gln. (4 a,b) hergeleitet. Uber die Ge-
stalt der B’# 1Bt sich dabei folgende Aussage machen:
Da nach Voraussetzung die x3-Achse 3-zdhlig, 4-zdhlig
oder 6-zdahlig, also

1 1
-5 SV 0 010
T1200 = _113 P B Toge=| —1 0 0
D 92
0 0 0 01
101
T 208 0
o= 1 1 A, 14
bzw TGO .__)13 : 0 (7 )
0 0 1

eine Deckoperation ist, folgt durch Einsetzen von T in
(A, 5) und Beachten der Definitions-Gln. (A, 12) fiir
die Bik:

ik

11 Bz 0
Bk=| - B Bf o | (A, 15)
0 o B

33

Da aber nach (A,2) und (A, 6) alle F(k k) (k,kK'=1,2)
und F symmetrisch sind, vereinfacht sich (A, 15) fiir
B' und B?*? zu:

ik
Bj; 0 0
ik _ ik
BiF = 0 B} 0
ik
0 0 By,

L. MERTEN

Wollen wir auch fiir B'? und B?! diese Gestalt verlan-
gen, so miissen wir eine weitere Symmetrieforderung
stellen, z. B. dall die zp, rg-Ebene (bzw. allgemeiner
eine Ebene, welche die zg-Achse entilt) eine Spiegel-
ebene ist.

Durch Einsetzen der zugehérigen Deckoperation

—1
TSp.:( 1 ])

in (A,5) folgt dann nimlich, daB Bt = B& — 0.
Damit haben alle B’* die in Gl. (4 a,b) vorausgesetzte
Gestalt.

Wir betrachten nun den Fall, daBl das Gitter zwar
aus mehr als zwei Teilgittern besteht, dal diese Teil-
gitter sich aber in zwei Gruppen zusammenfassen las-
sen, von denen jede gleichviele mit gleichen Atomen be-
setzte Teilgitter enthdlt. Die Teilgitter jeder Gruppe
sollen durch Deckoperationen ineinander iberfithrbar
sein. Die F(k k') bzw. F (k) transformieren sich dann
nach (A, 5). Wir nehmen nun weiter an, dal die F (k k)
bzw. F (k) bereits eine solche Gestalt besitzen, dal sich
diese bei der Transformation (A, 5) nicht mehr dndert.
Dann gilt, wenn wir die Teilgitter der ersten Gruppe in
passender Reihenfolge mit 1, 3,5, ..., 2m—1, die der

(A, 16)

zweiten mit 2, 4, 6, ..., 2 m durchnumerieren 1°:
FkE)Y=F(kt2,k*+2) =F(k*t4,K+4)=...,
(A, 17a)
F(k)y=F(kx2)=F(kt4) =..., (A, 17b)

[Die Gln. (A, 17) sind dabei nach rechts soweit fortzu-
setzen, bis in F(K K') und F(K) K bzw. K’ die Zahl 1
unter- oder 2 m iiberschreitet.]

Wir summieren nun die Gln. (A, 9a) iiber die Teil-
gitter jeder Gruppe, wobei wir die Summe iiber k& auf-
spalten:

2m—1 2m—1 2m—1 2m 2m—1 2m—1
- , k k 7
o (k) = — ( > ”""’) K)— Y ( > X i)-m(k)—( > ”’”)-@. (4, 18a)
k=13 w=13.\k=T3... 2 B=2T... \k=T3... %% k=T3... Ver
2m 2m—1 2m = 2m 2m 2m .
o (k) = — ( > F”"”) (&) — ( , L‘“”) m(k’)—( i F”")-(v:. (A, 18b)
k=24 w=13..\k=24... 9k k=31, \k=2,4. 9 k=54... VO
Ebenso spalten wir die Summe in (A, 9b) auf:
2m—1 2m e
== IOy~ Y B oy iree A,19
+ k=T3... Ver v k=24... Ver ( )
Wegen 01=03= =02m—1, 02=04= =02m
und (A, 17) gilt nun
2m—1 5 2m—1 2m . 2m
fitt B =1,8,000s ImeBy ¥ ol 2 gy, > SR F(kD),
k=13 9 %1 5T, k=24 ok Q2 -571...
2m—1 = 2m—1 2m 5 2m
T SN T ErEl -1 N ppg, Yy R L F(k2), (A, 20)
P s Ok 01 ;. e — ) Ok Q2 o~
k=1,3 k=T,3... k=24... k=72.4...
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d. h. die Summen sind von den k" aus ein und derselben Gruppe unabhingig. Ebenso folgt

2m—1 2m
F (k) S F(ky m
== = FQ ——=F(2 A, 21
k=§... ng Vol ( ) k=2.4.. V@]x VO ( ) . ( )
Wenn wir jetzt (A, 18b) von (A, 18a) subtrahieren, so diirfen wir also schreiben:
2m-1. 2&1 1 2m 1 2m—1 2m—1
2 (k) — X o (k) = ( 2 PRy —— - YF(kl)) ( 2w (k)) (A, 22)
k=T13...  k=2.4... 9 Ty % k=T33 =T.3...
1 2m 1 2m—i 2m F(2) F(l) 2
3 F(k2) — Fo2) )-( X w@)) +m(E2— LR ..
(9= k=2,4...( ) & k=§3...( )> (k'=74 e Ver VQI)
Zur weiteren Umformung der Gln. bemerken wir, da8 nach (A, 3a) gilt
2m—1 2m 2m—1 ?.1)11
N F(l)=— Y F(k1), D F(k2)=— > F(k2). (A, 23)
k=13... k=2.4... k=1,3... k=24...
2m—1 2m
AuBerdem benutzen wir Gl. (A, 3b) : D Fkk)=— D F(kK),
k=1,3... k=24...

woraus wir folgern konnen:

2m-—1 2m 2m 2m—1 2m— 2m—1
Z ( ZF(kk)) -> ( F(kk')), mZF(kl) —-m ZF(kz)
k'=1,3 k=1,3... k'=2,4... \ k=1,3... k=1,3 Ak=1,3..
2m—1 2m—
D F (k1) = Z F(k2) (A, 24)
k=T.3... k=13..
Im ersten Schritt wurde dabei wieder (A, 17 a) benutzt. Aus (A, 3¢) und (A, 17b) folgt auBBerdem:
F(Q)=—-F(2). (A, 25)

Unter Benutzung von (A, 23), (A, 24) und (A, 25) konnen wir (A, 22) und (A, 19) jetzt in der Form schreiben:

9 . 5 B 2m—1 ; 2m i 1
Zr.x'a(ky—_ __r_n(k)=( ) ZF(kz) ( Zm(k)k;g“r.v(k)) +’”<v vz)”” €.

k=1,8. k=21 k=T,3.. =13
(A, 26a)
1 1 o 2m—1 2m ) G .
P=m(— +—=|F®)- w (k A ENCE A,26
m(~ + —=)F@) (}_ZJ ()“24__()/ (A, 26b)
Fiihren wir schlieBlich die Abkiirzungen ein
2m—1 2m 1 1) 2m—1 1 1
=Y wk - Y mk, BI=(—0-+) YF@k), B‘2=m( =+ =) F @),
L=1.3...( ; =21 e & 32)1::12,3...( ; Ver Ve =
21— 1 1 ) ) 201
B =m< . + oo F(2), B®=F, (A, 27)
so erhalten die Gln. (A, 26) die Gestalt von (4 a,b): SchlieBlich sei als Beispiel eines Gitters, fiir das die
T 2.E obigen Voraussetzungen erfiillt sind, das Wurtzitgitter
w=Bt-w+B=-€, L2t angefiihrt. Um die Giiltigkeit der Voraussetzungen zu
PB=B2-w+B2-EC mit B2 =B12, zeigen, sei kurz etwas iiber den Aufbau des Gitters ge-

sagt. Das Wurtzitgitter kann man sich dadurch aufge-
: . 4 e > baut denken, dal man zwei mit verschiedenen Atomen

gestalt besnfz‘en, genugt e, dlese Cest‘allt fughF(IfI:l)’ besetzte Gitter hexagonal dichtester Kugelpackung (siehe
22(lkl Blilzld vorsuamuscizen, LWEN gOb MU WSCET  xKL.1a wid 1b) gegeneinander verschiebt, und zwar
-0 etwa das zweite gegeniiber dem ersten um % az. Die
drei Basisvektoren q,, @5, 03 spannen dabei die Elemen-

10 n=2m ist dabei die Zahl der Teilgitter. tarzelle auf. Da das Gitter hexagonal dichtester Kugel-

Damit die B die in (4a,b) geforderte Diagonal-
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Abb. 1a. Lage der Elementarzelle im Gitter hexagonal dich-
tester Kugelpackung (Elementarzelle breit ausgezogen).

Abb.1b. Relative Lage der Atome zweier benachbarter
Schichten im Gitter hexagonal dichtester Kugelpackung.

packung bereits aus zwei, und zwar mit gleichen Atomen
besetzten Teilgittern besteht, die Elementarzelle also
zwei Atome enthilt, besteht das Wurtzitgitter aus vier
Teilgittern, seine Elementarzelle enthdlt somit vier
Atome (vgl. Abb. 2). Bezeichnet man die zum ersten
Gitter hexagonal dichtester Kugelpackung gehorigen
Teilgitter mit 1 und 3 (besetzt z. B. mit Zn-Atomen),
die zum zweiten gehorigen mit 2 und 4 (besetzt z. B.
mit S-Atomen), so sieht man leicht, dal} die geforderten
Voraussetzungen erfiillt sind:

Die Teilgitter 1 und 3 bzw. 2 und 4 lassen sich durch
die Translation

a=—3¥(a;+a,) —%aq,

mit anschlieBender Spiegelung an der x3-Achse

T, = (*1«1 1)

ineinander iiberfithren.
Nun ist jede Achse in xy-Richtung durch einen Gitter-
punkt eine dreizdhlige Drehachse, wobei die Drehung

Atom aus dem:
O Teilgitter 1
© Teilgitter 3
@ Teilgitter 2

zB.S
Teilgitter 4} 8

}z.B.Zn

durch T1290 =

1
2
0 0 1

gegeben wird. Aullerdem ist die x,, z3-Ebene eine Spie-
gelebene:

Tsp.= (7141;1).

Aus der Existenz dieser beiden Symmetrieoperationen
T120° und Ty, folgt bereits — wie man durch Einsetzen
in (A, 5'a) sieht (vgl. auch S.56) —, daB die F(k k')
und F (k) die Diagonalgestalt

F=F ii+F jj+F,€¢E (A, 29)

besitzen. Fiihren wir nun mit Hilfe der oben erwdhnten
Deckoperation T,, die Teilgitter ineinander iiber, so
ergibt sich nach (A, 5a):

Fk+2,k +2) =T, -F(kK) -To=F(kK). (A,30)

Letzteres gilt, da die Gestalt (A, 29) durch T, offen-
bar nicht mehr gedndert wird. Die Voraussetzung (A, 17)
ist also erfiillt, d. h. die Gln. (4) bzw. (A, 28) gelten
auch fiir das Wurtzitgitter. Dabei ist [vgl. (A, 27)]:

w=mw(l)+mw(3) —mw(2) —mw(4),

B _ (_;1_ n %) (F(12) +F(32)). (A,31)
. 1 1
B2 =B = ( Vo + ng)F@)a By =F .

Herrn Prof. Dr. W. Franz mochte ich fir die Forde-
rung der Arbeit, fiir wertvolle Anregungen und Diskus-
sionen herzlich danken.



